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１．序

量子力学では，確率は測度論的確率論［１］

とは異なる数学的形式で記述される。それは，

量子確率論とか非可換確率論と呼ばれ，一般

的な性質が研究されているが，ここでは，［２］

に従って量子力学的確率論と呼ぶことにしよ

う。測度論的確率論では，確率は相対頻度解

釈が可能であるだけではなく，確率的振る舞

いは，我々の無知に因るとすることが可能で

ある。なぜなら，実現されている根源事象は

はじめから決定されているのであるが，われ

われが，どの根源事象が実現されているのか

を知らないと解釈することが可能であるから

である。従って，測度論的確率論では，根源

事象を隠れた変数と考えることが常に可能で

ある。しかし，量子力学的確率論では，隠れ

た変数の導入は一般に不可能だとされてい

る。より正確には，文脈非依存的隠れた変数

（noncontextual hidden-variable）の導入が，

３次元以上の量子力学的確率論では，不可能

なことが証明されている［３，４］。

しかし，文脈依存的隠れた変数の導入は形

式的には常に可能である。量子力学的確率論

では，文脈ごとには，確率の相対頻度解釈が

可能なので，測度論的確率空間を構成できる。

それらの直積として得られる測度論的確率空

間を考えれば良いからである［４］。従って，

量子力学的確率空間とは，多数の測度論的確

率空間の集まりと解釈することが可能である

［２］。物理学的には，更に一歩進んで，なぜ，

同一の物理的対象に多数の測度論的確率空間

が付随することになるのかという疑問が沸

く。測定行為による対象の状態への擾乱が原

因であるというのが，一般的見解であるが，

その擾乱がどのようなものかというと，意見

が分かれてくる。EPR-Bohm思考実験［５］

で議論されるような気味の悪い遠隔作用をす

るものなのか，Bohmの隠れた変数理論の量

子ポテンシャルのような，やはり非局所的な

ものであるのか，あるいは，測定完了の時間

のバラつきが原因なのか［６］，そもそも対象

が何らかの意味で不安定となって，測定に

引っかからないようになっているのではない

かなど［７］，さまざまな解釈の可能性が残っ

ている。

本稿では，量子力学的確率論のように同一

の物理的対象に多数の測度論的確率空間が結

びつくのは，どのような性質をもった物理的

対象であるのかという，ひとつのその描像を

提示する。

本論文の構成は，以下のようである。第２

節では，Peresによる文脈非依存的隠れた変

数の導入が量子力学的確率論に不可能である
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ことの証明について［８］，文脈依存性を考慮

して再検討する。第３節では，量子力学的確

率論に従う物理的対象の満たすべき条件とし

て，どのような要請があれば十分かを提示す

る。

２．Peresの反例

量子力学的状態｜Ψ>において，その量子理

学的確率空間が単一の測度論的確率空間に

よって記述できたと仮定した場合，hidden
 

variable（根源事象ω）を固定した場合に，オ

ブザーバブルOの値（Oの固有値のどれか）

を対応させる写像をυO と書くことにす

る。文脈性をはっきりさせるために，υO に，

υO とかυO のように，必要に応じ

て，文脈や文脈の歴史を添え字とする。

同一の文脈に属する物理量の間には，関数

関係を保存するという次の原理を要請するこ

とにする［９］。

Functional Composition Principle（FUNC）

If A＝g O ,O ＝h O ,O ,thenυA ＝g υ

O ,υO ＝hυO ,υO .

ただし，［O ,O］＝［O ,O］＝0。

オブザーバブルとして，Pauli行列によっ

てあらわされるものを考察することにする。

Pauli行列の定義とそれらの性質は，以下の

ようである：

σ＝
1 0

0 －1
,σ＝

0 1

1 0
,

σ＝
0 － －1

－1 0
,

σσ＝ －1σ,σσ＝ －1σ,

σσ＝ －1σ,

σ ＝σ ＝σ＝1,

［σ,σ］＝2 －1σ,［σ,σ］＝2 －1σ,

［σ,σ］＝2 －1σ.

｜Ψ>を二つのスピンの和のシングレット状

態とする。以下の６つの演算子を考えよう。

I σ σ I

σ I  I σ ⑴

σ σ σ σ

｜Ψ>がシングレット状態なので，

υσ I ＝－υI σ , ⑵

υσ I ＝－υI σ , ⑶

υσ I ＝－υI σ . ⑷

［σ I,I σ］＝0なので，FUNCより，

υσ σ ＝υ σ I I σ

＝υσ I υI σ . ⑸

同様にして，

υσ σ ＝υ σ I I σ

＝υσ I υI σ . ⑹

ところで，

［σ σ,σ σ］

＝σ σσ σ－σ σσ σ

＝σσ σσ－σσ σσ

＝iσ －iσ － －iσ iσ＝0.

従って，FUNCより，α：＝｛σ σ,σ σ｝

の文脈において

υ σ σ σ σ ＝υσ σ υσ

σ . ⑺

α：＝｛σ σ,σ σ｝の文脈と両立しない

：＝｛σ I,I σ｝の文脈において，

υσ σ υσ σ

＝υσ I υI σ υσ σ

＝υσ I υI σ υσ σ

＝υσ I －υσ I υσ σ

＝－υσ I υσ I υσ σ .

ここで，δ：＝｛σ I,I σ｝の文脈とした。

＝｛σ I,I σ｝の文脈とは両立しない

：＝｛σ I,I σ｝の文脈において，

υσ σ

＝υσ I υI σ

＝υσ I －υσ I

＝－υσ I υσ I .

ここで，ε：＝｛σ I,I σ｝の文脈とした。

結局，これらの両立しない文脈で得られた式

を使うと，
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υ σ σ σ σ

＝υσ I υσ I

×υσ I υσ I

＝υσ I υσ I

×υσ I υσ I . ⑻

文脈を無視すると，

υ σ σ σ σ

＝υσ I υσ I ＝1.

一方， ：＝｛σ I,I σ｝の文脈において，

υ σ σ σ σ

＝υσσ σσ

＝υiσ －iσ

＝υσ I υI σ

＝υσ I －υσ I

＝－υσ I ＝－1.

このように文脈を考慮しないと矛盾が生ずる

ので，υ は存在しないと主張される［８］。

⑻式では， ＝｛σ I,I σ｝の文脈にお

いては，υI σ は安定した値として固

有値としてよい。ところが，δ＝｛σ I,I

σ｝の文脈においてυI σ は安定で

あり，局所性を考えれば，等しい値である。

しかし，υI σ は存在しても，υσ

I は， →δにおいて不安定となって，

存在しないか，異なる値になるということが

起きる可能性があり，それによって，Peresの

議論が成立しなくなる。

３．量子力学的確率を持つ系

この節では，想像力をフルに発揮して，量

子力学的確率論を導く物理的対象が持つべき

性質を提示する。まず，［６］のように，文脈

性を，力学的変化の安定集合として解釈する

ことを基本としよう。

Γを， q ,...,q ,p ,...,p 座標系として，

symplectic form ∑ dp∧ dq を持つ

symplctic多様体とする。Γは，n個の自由度

を持つ古典力学系の相空間とみなせるもので

ある。これらとは別の自由度が存在し，それ

らの影響によって，Γに様々な力学的変化が

生じ得るものとしよう。それらを，α, , ,...

などと記すことにしよう。また，これらの全

体の集合を C で表すことにする。α∈C での

運動は，時間 tだけ経過した後の状態を対応

させる写像をσ：Γ→Γとして表現される。

力学的変化ということから，t∈Ｒに関して，

｛σ｝は，

σ σ＝σ ⑼

を満たし，σ＝ιΓである。ここで，ιΓは，Γ

の恒等写像である。σ は単射とは限らない。

Γの体積密度は，ω ：＝dp∧...∧ dp∧

dq∧...∧dq で与えられる。X をΓの可測部

分集合とする。その体積を｜X｜と書くことに

する。つまり，

｜X｜：＝ ω . ⑽

V X：＝｜X｜/｜σ X｜

と定義しよう。V X ＝1が任意の零ではな

い可測集合X⊂Γについて成立すれば，σ

は体積保存写像である。以下では簡単のため，

考察の対象となる部分集合については，体積

を保存するものと仮定することにする。

, ,...∈C などについても同様とする。

σ についての要請は以下のようである。

要請1.N 個の部分集合α,...,α が存在し，

かつΓの分割α,...,α で，α⊂α,i＝1,...,N ,

となるもので，σ によってα はαに‘収束’

する。つまり，

Γ＝∪α,

α＝∩ ∪σ α .

注意.σ は，状態をα′sに安定化する運動で

ある。

要請2. 各α∈C に対して，Γの正準座標

q′,...,q′,p′,...,′p で，I＝q′，θ＝p′が作
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用・角変数 I,θとなるものが存在する。更に，

αの座標として，r：＝I－a とすると，α内

では0 r＜e となる e＞0が存在する。σ

は，α上で，θに関して周期 T を持つ，す

なわち，

θσ ξ ＝θξ, ξ∈α.

α θ：＝｛ξ∈α｜θξ＝θ｝

とすれば，ξ∈α は，あるθが存在して，

∩ ∪σ ξ∈α θ

となる。

簡単のために，次の記法を導入する。X⊂α

に対して，

σ X：＝∩ ∪σ X .

注意.

∩ ∪σ σ ξ

＝∩ ∪σ ξ

⊂∩σ ∪σ ξ

⊂σ ∩ ∪σ ξ ∈α θ＋2πε,

∪ σ ξ⊃∪ σ ξ⊃…であるか

らである。

要請3.測定は，測定の前後で，状態が同一の

αに安定して留まっている場合にのみ可能

であり，αという測定結果が得られる。そう

でない場合は，不安定な値として，測定結果

として記録されない。

要請4.測定に際して，対象は擾乱を受けて，

状態を可能な範囲内でランダムに変化させ

る。α θ内にN 個可能な状態が用意されて

いる場合，ξ∈α θはα θの用意された別

の状態にランダムに変化するので，N 個の

αという測定結果が得られる。

注意.N 個の用意された対象から，N 個の

対象が得られるというのではない。N 個の可

能な状態の対象のうち，測定後にもやはりN

個の状態のどれかであるという意味で安定な

対象だけを取るということである。例えば，

a という値を持つ状態が ,..., のN 個可

能であるとし，a という値を持つ状態が

,..., のN 個可能であるとし，それ以外に

はない場合を考えよう。測定によって，対象

の状態は変化するので，何度も測定を繰り返

すと，a は → , → ,..., → ,...,

→ のN の場合が生じ得て，同様に

a はN の場合が生じうる。したがって，平

均値は，aN ＋aN /N ＋N であって，

aN＋aN /N＋N とは一般に異なる。

C の中で，αを特別なものとして，他の ,

∈C とは区別して，以下のような要請を付

け加えることにする。

要請5.α以外の任意の ∈C に，

π σ βθ∩α ＝βθ∩α

を満たす（引き戻し）写像π：∪ α→Γが

存在する。

要請6.任意のδ∈Ｒに対して，

｜βθ∩α｜＝｜σ βθ∩α｜

＝｜βθ＋δ∩α｜,α∈α.

各αにおいては，σ 以外に，自発的なラン

ダムな変化が生じうるものとする。これは，

∪ α内での遷移を引き起こすものとしよ

う。σ βθ ’s, σ γθ ’s⊂∪ αであ

り，次の要請の条件を満たすこのランダムな

遷移をあらわす∪ αから∪ αへの遷移

の写像をτ と表すことにする。

要請7.τ は次のプロセスの総体をあらわ

すランダムな写像である。 に属するβθ，

に属するγθに対して，
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i σ βθ∩α から，σ γθ

∩α へランダムに遷移する。

ii この遷移のあと，σ γθ∩α

へ遷移したプロセスのうち，｜cosθσ

βθ －θσ θ －2πε｜の割合で

対象の状態はαの外に飛び出すものと

す る。cos θσ β θ －θσ γ

θ －2πε＞0＜0である状態は，正

（負）の不安定荷（unstability charge）

を持つということにする。

iii 状態がαの外に飛び出した対象は，反対

の符号の不安定荷を持つ状態を生み出し

たα の中に吸収される。

iv αの外に飛び出さなかった状態や，他の

α から飛び出したαに吸収された状態

の一部または全ては，最初のランダムな

遷移を逆に辿って，σ βθ∩α に

戻る。σ β∩α に戻らないものは，

σ γθ∩α に留まる。

要請７より，結果としてσ βθ∩α

の可能な状態の減少量，すなわちσ

γθ∩α の増加量を求めよう。I i,jと I

i,jを｛1,2,...,N｝の分割で，l∈I i,jは，α

から正の不安定荷をもつ状態が飛び出し，l∈

I i,jは，αから負の不安定荷をもつ状態が

飛び出すものとし，l∈I i,jは，αから何も

飛びださないものとする。

∪ αから正の不安定荷を持って飛び出

す数は，

∑｜σ βθ∩α｜

×｜σ γθ∩α｜

×cos θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α

である。∪ αから負の不安定荷を持って飛

び出す数は，

－∑｜σ βθ∩α｜

×｜σ γθ∩α｜

×cos θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α

である。反対の符号の不安定荷の空きに吸収

されるので，σ γθ∩α の増加量

は，

｜∑ ｜σ βθ∩α｜

× ｜σ γθ∩α｜

×cos θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

である。

要請8.測定前のアンサンブルは，角変数が

π/2だけずれたものを必ず伴う。例えば，β

θとβθ＋π/2に一様に分布する状態と

して与えられる。測定に際しては，この二組

のアンサンブルの間をまたがる，可能な状態

へのランダムな変化はない。

要請８より，θをθ＋π/2に置き換えたも

のからの寄与があり，それは

｜∑｜σ βθ＋π/2∩α｜

×｜σ γθ∩α｜

× sin θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

である。

更に，γθ＋π/2への遷移を考慮すること

が必要になる。これは，

｜－∑｜σ βθ∩α｜

×｜σ γθ＋π/2∩α｜

× sin θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

である。

βθ＋π/2からγθ＋π/2への寄与は，
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｜∑｜σ βθ＋π/2∩α｜

×｜σ γθ＋π/2∩α｜

× cos θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

となる。

従って，γとして測定される数は，要請４，

６を使うと，

2｜∑｜σ βθ∩α｜

×｜σ γθ∩α｜

× sin θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

＋2｜∑｜σ βθ∩α｜

×｜σ γθ∩α｜

× cos θσ γθ∩α

－ θσ βθ∩α ｜

となる。

α｜β>：＝｜βθ∩α｜exp［ －1θσ

βθ∩α ］,

α｜γ>：＝｜γθ∩α｜exp［ －1θσ

γθ∩α ］

と置いて，Diracの記法を使えば，

2｜∑ γ｜α>α｜β>｜＝2｜γ｜β>｜

が，βθから，γθへの遷移の割合を表す。

γ∈ は，ランダムに選ばれるとして，この

遷移を，

σ ：＝π τ σ

のようにあらわそう。

要請９.σ を１回適用しただけでは，β

θに戻る場合があるので，繰り返しσ が

適用されて，最終的にすべて，γ∈ のどれか

に遷移するとする。

結局，これらの遷移は，2｜γ｜β>｜,...,

2｜γ｜β>｜ の割合で遷移するので，γに遷

移する確率は，

｜γ｜β>｜
∑ ｜γ｜β>｜

.

注意.｜β>と｜γ>が直行するというのは，正

の不安定荷をもった状態の数と負の不安定荷

をもつ状態の数がつりあっているときで，β

からγへの遷移は起こらない。

σ とは異なり，σ は，τ のランダム性

により，ξ∈βθがどのγに遷移するかは，

Γの状態だけでは決まっていない。σ は，そ

の定義から一般にヒステリシスを持つ。文脈

依存性は，ヒステリシスとしての結果として

現れている。この解釈は［10］とも類似して

いるが，今回提示した系が局所性を維持する

ことが可能か否かは今のところ不明である。

要請９を緩めて，不安定のまま測定にかから

ないような状態を想定する必要があるかもし

れない［７］。今後の課題である。
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