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　現代の考古学においては，単に遺跡を発掘
し，遺跡や遺物の記録を取るだけではなく，科
学的方法の導入が著しい。鉛同位体法もその
一つで，青銅に含まれる鉛（Pb）の安定同位体
（質量数204，206，207，208）の割合を質量分
析計で測定し，その割合から青銅に含まれる
鉛の産地，青銅の製造地や製造法を解明する
する方法である。
　ある鉛　 に含まれる同位体の割合を，質
量数の順に とする

。これを同位体率という。実際
には同位体比 が使われ
ることが多い。同位体率と同位体比は片方か
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［要旨］

キャンベラ距離の性質と二次無理数の連分数・ニュートン近似への応
用について論ずる。日本の考古学では，新井宏が鉛同位体法に導入し
た類似度指数として知られている。キャンベラ距離は，２次無理数の
連分数近似や，ニュートン近似の収束の見積もりにも使える。本論文
では，キャンベラ距離が距離の公理を満たすことを証明する。さらに
この距離は，二次無理数のニュートン近似や連分数近似の具体的表示
としても現れる。また，キャンベラ距離（新井の距離）の誤差評価に
ついて見積もりを与えた。これは鉛同位体法に使われる。

らもう一方を容易に計算出来る。
　鉛同位体法では，青銅器や鉱山の鉛同位体
比の散布図から鉛の来歴を考察する。まず問
題になるのは，鉛の一致判定法である。もし
ふたつの鉛の同位体率（あるいは比）が一致し
ていれば，２つの鉛は同じ産地（あるいは同
じ素材）から来たと考えられる。しかしこの
単純な問題でさえ，鉛同位体法特有の困難が
ある。

１．鉛同位体ごとに存在比が相当違う。とく
　 に鉛 204 は数パーセントしか含まれてい
　 ない。
２．同位体比の測定誤差が大きく，同位体比
　 ごとに差がある。古いものでは
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の順に，
といわれている。

３．貴重な青銅器の鉛同位体比は，一般に再
測定ができない。そのためしばしば信頼
性の劣る古い測定値を使わざるを得ない。

４．一致の判定基準が明瞭でない。

このような状況で使える距離関数として，新

るいは新井の距離と呼んだ方がよい）がある。
井宏が提唱した類似度指数(非類似度指数，あ

標準偏差で割って基準化する代わりに，
で割って，同位体ごとの同位体率の違いを消
している。新井はこの類似度指数を用いて，
鉛の一致の問題を研究した。

　本論文の著者の吉田は，類似度数の数学的
な性質に関心を持った。後述するように，こ
の量が二次無理数の連分数近似やニュートン

法の収束に関して現れることを知っていたか
らである。まったく異なる分野に同じ新井の
距離が表れることに驚いたものである。鉛同

とも呼ばれ，クラスター分析で使われる距離
関数のオプションになっている。重み付きマ

ンハッタン距離の一種である。

で定義される。新井の距離のように，全体に

　新井の距離は，キャンベラ（

ンベラ距離と呼ばれていることも最近知った。

また，新井の距離が，データ解析の分野でキャ
位体法との関連は「数学セミナー」で論じた。

）距離

を乗ずる流儀もある。

ふたつの 次元データ
の（ 次元）キャ

ンベラ距離は

なので，

である。
とくに１次元キャンベラ距離は

で与えられる。あきらかに

である。

なので，絶対値を含む多くの距離をキャンベ
ラ距離で書き換えることができる。

また なら

である。

定理１　キャンベラ距離 は距離の公理を

満たす。すなわち，任意の 次元正ベクトル
に対し，

はあきらかなので，三角不証明
等式 を示す。さらに と仮定でき
る。したがって

２　三角不等式
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について三角不等式を示せばよい:

（注意：等号は， または のときに

限る。）あとの議論でも使うので，
と置く。このとき

さらに三角不等式が成り立つ:

この条件は，辺の長さが であるような
三角形の存在条件でもある。したがって問題
の三角不等式は

に同等である。同じことだが

に同値である。この不等式は と の入れ替
えで対称なので，初めから と仮定でき
る( 場合は明かである)。

の場合。

となって正しい。等号成立は または
の場合に限る。

の場合。 なので，

で正しい。等号成立は の場合に限る。
の場合。

等号成立は， の場合に限る。

以上により問題の不等式 が示された。
また等号は または のときに限
る。 とそこでの等号成立の条件もこれか

らしたがう。

次元キャンベラ距離に関する三角不注意．

等式 定理 で等号成立の条件は，任意の
で， または が成り立つこと
である。

キャンベラ距離の三角不等式からしたがう
不等式を紹介する。

開区間 において定理２

は距離関数である。

証明 と置けば，

したがって はキャンベラ距離
に等しい。

３　三角形に関する不等式
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正数 から，

と置けば， は三角形
の３辺の長さであり，逆に三角形 の３

辺の長さはこのように表示される。

が三角形定理３ の３辺の長さ
なら，

この不等式が，キャンベラ距離の三角不等
式に同値であることはすでに示した。

は 次元キャンベラ距離， は
一次元キャンベラ距離を表す．正ベクトル

に対し

と置く。また， によってオール
ワンベクトルを表す。

定義． 上のキャンベラノルムを

で定義する。とくに１次元キャンベラノル
ムは

である．キャンベラノルムはキャンベラ距離
と同じ記号 と で表す。

(証明）直接計算による。

キャンベラ距離の元になった分数式

補題４

は射影直線 上の一

次変換である。上の補題の はこの一次変

換の位数が２であることを意味する:

ただしキャンベラ距離の値は１未満なので，

計算途中で１を超えた場合は逆数で置き換え
ることをする。

キャンベラ距離の等長変換を定義する。例
えば， に対し，成分ごとの積

はキャンベラ距離を保存
する。したがってこの変換は等長変換である。
しかし， なので，このよ
うな変換は自明な等長変換と言える。ここで

は，より本質的な等長変換の定義を与える。

定義． 次元キャンベラノルム に関する
等長変換 とは， 上の位相変換

(自分自身への同相写像） でノルムを不変に
するものである。

キャンベラノルムに関する等長変換 があ
れば，

はキャンベラ距離を保存する (キャンベラ距
離に関する等長変換)。

例．  は，1 次元キャンベラノルムに
関する等長変換である。対応するキャンベラ
距離に関する等長変換は あ

るいは である。この変

換は， の乗法群の自己同形写像である。

次元キャンベラ距離 (またはノルム）に関
する等長変換全体は合成に関して群を成す。

変換群の構造は分からない。
これを等長変換群という。２次元以上の等張

定理５ 乗法群 の自己同形写像になっ
ているような(ノルムに関する）等長変換の群
は， 型ワイル群に同型である．

４　等長変換
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用語の説明と証明には準備が必要なので，

証明

ここでは省略する。代わりに１次元の場合に
群同形の仮定なしに証明を与えておく。

１次元キャンベラノルムに関する等
長変換群は位数２で， で生成される。
補題６

が からそれ自身への等長写像

なら，

これを解くと

または

となる。とくに である。

はどちらも の閉集合で，

開区間 と はどちらも連結なの

で，次のどちらかが一方が成り立つ:
かつ

かつ

同様に次のどちらか一方が成り立つ:
かつ
かつ

結局以下の４つの条件のひとつが成り立つ:

と の場合は，距離を保つが，同
相でないので，条件に会わない。結局 と

のどちらかが起こる。すなわち自己同

形群は位数２である。

キャンベラ距離の定義は，双曲線正接関
数 を使えば，マンハッタン距離に似た

形になる。まず 次元正値ベクトル
は，普通の 次元数ベクトル

によって ，ここで

と表せることに注意する。このとき
次元キャンベラ距離は

ここで は数ベクトルで，

とくに，１次元キャンベラ距離について

連続微分可能な関数 に対し，適当な
から始まるニュートン列 を漸化式

で定義する。このとき， は の零点
に収束すると期待できる。

に対する２次無理数
のニュートン近似を考える。 の

共役を とすれば， は

の解である。とくに

したがって のニュートン近似列 の漸

５　双曲線関数による表示

６　二次無理数のニュートン近似
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化式は

で与えられる。今の場合はニュートン近似列
の具体的式が簡単に得られる。

と置けば

(証明)

この等式を繰り返し使うことによって定理の

定理７

結果が得られる。

この公式はひょっとすると知られていない
かもしれない。

簡単のため と仮定する。定理８

なら，ニュートン列 は
に２次収束する。 なら， は

に２次収束する。 なら，収

束しない。

が に収束するための条件は

である。 なので 。したがって
なら

（証明）

今の場合， への収束条件

は満たされている。 の場合も同様であ
る。前定理により収束は２次収束である。最

後に の場合， が定義されない。

定理９ の場合のニュートン列の満

たす漸化式は

とくにキャンベラ距離について

すなわち は，キャンベラ距離に関して

に２次収束する。

とし， を有理
数係数形式的べき級数環 の中で考える。
記号ニュートン法によれば，漸化式

で定義されるニュートン近似多項式列は，初
期多項式 に関する適当な条件の下で

に収束する。

定理 10 任意の に対し

である。ここで

さらに は形式的べき級数環
おいて に「２次収束」する:

(証明）漸化式は普通のニュートン法と同様に
得られる。他は形式的べき級数関連の定義か
ら直ちに得られる。

７　記号ニュートン法
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モジュラー変換とは射影直線
上の変換

のことである。ここで は整数で，
とする。モジュラー変換の合成は行

列の積と同じである。

実数 に対し， と はそれぞれ の
整数部分と小数部分を表す。したがって，
は を超えない最大の整数である。このとき

ここまでの準備の元で，実数の連分数展開
について述べる。正の実数 から初めて，数
列 を以下のように帰納的
に定める。

ある まで決まったとして，

と定義する。

このとき

以下では簡単のため は正の無理数とす
る。こうすれば，上の過程は止まることがな

い。すなわち は整数でなく， し
たがって が定義される。

この過程はモジュラー変換を使って表せる。
上の数列の構成を見ると，

となっている。これを繰り返し使うと

となる。また

と連分数でも表せる。最後の連分数を

と表す。

で数列 を定めると

である。
これから

したがって有理数
は の近似有理数を与える。

詳細は高木「初等整数論講義」を参照。

の形の実無理数だけを扱う。ここ
で は平方因子を持たない整数とする。

定理 11

とくに に，キャンベラ距離は
に関しても普通の絶対値に関しても１次収束
する。

証明は と に関する漸化式から得
られる。

８　実数の連分数展開

９　近似有理数とキャンベラ距離

定理 11
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キャンベラ距離の一般化はいろいろ考えら
れる。ここでは１次元キャンベラ距離の一般

化として，次の形のものを考える。

ここで は実数である。

予想． は距離の公理を満たす．すな
わち次の三角不等式が成り立つ。

同じことだが， が三角形の辺の長さなら

正しい。これは絶対値に対する三角
不等式に外ならない:

正しい。キャンベラ距離である。
正しい。

なので，三角不等式に帰着される。

正しい。場合分けと計算が複雑だ
が，数式処理システムを使って確かめられる。

次元キャンベラ距離 の値が，
の誤差にどう影響されるかについて評価式を
与えておく。これは鉛同位体法においてデー
タの誤差が新井の距離の誤差への影響を調べ
る必要性から来た問題である。

次元キャンベラ距離定理 12 の

絶対誤差は，データ の
相対誤差の和に近似的に等しい。

(証明）対数微分法を使って１次元キャンベラ
距離を全微分すると

したがって

これの絶対値を取ればよい。

10　キャンベラ距離の一般化

11　キャンベラ距離の誤差評価
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